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A. TEME RECAPITULATIVE

Capitolul 1

Algebra, geometrie, trigonometrie.
Clasele IX-X

1.1. Multimi de numere. Elemente de logica matematica

e Multimi finite. Reguli de numarare

O multime este finita dacé are n elemente, n € N.

O multime este infinita daca nu este finita.

O multime 4 = R se numeste mdrginita daca 3 m, M € R astfel incat m < x < M,
vV xeA

Regula sumei: Dacd un anumit obiect 4 poate fi ales In m moduri, iar un alt obiect B
poate fi ales in » moduri, atunci alegerea ,.lui 4 sau B” poate fi realizata in (m + n)
moduri.

Regula produsului: Dacd un obiect 4 se poate alege in m moduri si dac@ dupé fiecare
astfel de alegere, un obiect B se poate alege in n moduri, atunci alegerea perechii
(4, B) in aceasta ordine, poate fi realizatd in m - n moduri.

x, x>0

e Modulul unui numir real: |x| :{
-x,x<0

a)lx[>20,VxeR;

b) x| =lx|, Vx e R;

lx-y=k-p,vrx.yelk;

% :M,V_\- ceR,VyeR"

yl [yl

&) ]~ bl S +y <+ b, Yy e R

Dxl=4g,a>0< x=1a
g Laasx<asxe[-a,a],a>0;
h) x| >a @ x<-asaux>a<> x € (—0,—a] U [a, +o0),a> 0.

d)




o Parteaintreaga si partea fractionara
Se numeste partea intreagd a numdrului real x, notatd [x], cel mai mare intreg mai mic

sauegal cux. Deci[x] e Zsi[x] <x<[x]+ 1,V xeR.
Se numeste partea fractionard a numarului real x, notatd cu {x}, diferenta dintre x si

partea lui intreagd. Deci {x} € [0, ) si {x} =x—[x],Vx e R.

Proprietdti:
a)x e[k k+t1)ykeZ=[x]=k bxl=xoxeZ < {x} =0
xtn]=kxltnvxeR nelZ dD{x+n={x},VxeR,nelZ

e)x—1<[x]<x,VxekR

o [negalititi remarcabile (pentru doud numere reale)
a) Inegalitatea mediilor: ¥ a, b > 0 avem:
a+b

min{a, b) < 121§ ab <
7+7
a b

b) Inegalitatea Cauchy—Buniakovski—Schwartz:
a,b,x,y e R, (ax + by)2 < (az + ])2)(;(2 +yz);

<max(a, b);

¢) Inegalitatea lui Bernoulli: > 0,r>-1,r € Q, (1 + o) > 1 + ra.

¢ Principiul inductiei matematice
Propozitia p(rn) este adevaratd pentru Vv » € N daci sunt verificate conditiile:

1. Propozitia p(n) este adevarata pentru n = 0;
2. Din presupunerea ci p(n) este adevarata pentru n =k, k € N rezulta ca este ade-

varata pentru n =k + 1.
Etapele inductiei matematice:

1. Verificarea propozitiei: pentru n = 0 verificim daca p(0) este adevarata;

Il. Demonstratia: p(k) — p(k + 1). Presupunem ca p(k) este adevaratd si demon-
stram ca p(k + 1) este de asemeneca adevératd. Daca cele doud etape sunt validate,
atunci are loc

Concluzia: Propozitia p(n) este adevaratd, vV n € N.

Formule care pot fi demonstrate prin inductie matematica:

n(n+l) 9
a) 1+2+3+..+n=—"->nec N}

b) P+27+..+4° —w,n e N';

¢) ]3+23+m+n3_[n(n7+1)} ,neN.



e Formule de calcul prescurtat

(a+ b)Y =d" + b+ 2ab; (a— by =d +b*—2ab;
(@a+b+cy=d+b+c+2ab+2ac+ 2bc;
(a+bh—cy=a + b+ +2ab—2ac - 2bc;

(a+ by =a"+3d°b +3ab® + b’; (a—bY =a’—3a’b+ 3ab>— b,
a +b =(a+b)d*—ab+ b, a—b'=(a—b)da +ab+b).
e Sume remarcabile
n(n+l) ’
1+243+.. +n=—-—=; 1+3+5+...+2n—-1)=n7;
P42+ 34 tn? :—”(”“)éz”“) S S R 1% :72”(”“3)(2””);
2 2
P43 +5 +..+Q2n-1y :w; P+2°+3 v, 40 :F@;—l)} .

PROBLEME PROPUSE

: . . 3n+7 . 2:3"+5 . o
1. a) Demonstrati ca pentru orice n € N, fractiile sl — sunt ireductibile.
2n+S5 3T 406

b) Generalizare.

. , " M 2 2 n'+n+2
2. Demonstrati cd pentru orice n € N, fractile f| =——————, F, = 57—
Biig="Y 3 +9n+4

sunt reductibile.

3. Calculati:

a) V162 =242 + /288 — /98 ; b) /320 + /20 — /500 + /125 .

4. Determinati n € Z pentru care fractiile sunt reductibile:

n=3 b) n+1

3n-2 n —3n+l

a)

5. Determinati cifrele a, b pentru care urmatoarele numere sunt irationale pentru orice
ne N:

a) VSn+a; b) V4n+b .
6. Fic a=+2-+/3,b=+/2+3 . Calculatia + b si b 5.
a

7. Demonstrati ca 3+§\/§ € (3, 2\/5) .



8. Fie r—f \/E v 7ﬁ+\/2 Demonstrati ca l+ie(%
Xy

9. Fie a=4-+/7,b=+4+7 .Calculatia+ b, a—b,a- b.
10. Fie x =+/99—70+2, ¥ =/99+ 7042 .

a) Calculati mediile aritmetica si geometrica ale celor doud numere (in cite doua
moduri fiecare).

o1
b) Calculati —+
X

u-|c5\

)

-

}7

11. Comparati numerele a si b in cazurile:

a) a=+7-3,b=3-+/5; by a=5-v2,b=2-3;
) a=11++13, b=19 ++/5.

12. Calculati:

) 2 . 3 + 4 . b) ﬁ 18% + 247
53 B3+V2 Vo-5T 30° -18° K
13. Calculati:
3 ) \/\/5+2
a) V9 +4/5 +1/14-6/5 ; b = ;
)\/ \/ )\/\/5+2 \6—2

14. Determinatia > 4, b 29 dacd a+b<4Ja—-4+6Jh-9.

15. Determinati a, b € R dacs va —2a+2 +/4b> —12b+13 <3,

16. Calculati:
a)a-b,dacad’ + b +4a—6b+13=0;

b) (V3-v2+1) +2(V6 -3 +2);
) [54]{ } [5.3)]+ [ ﬂ 3,11

pusrerss- [0 bl

g o
1.4 4.7 710~ 197-200°
1 1 !

LI Fot .
1.5 59 9.13 97-101

e)

f)



17. Fie x, y € R. Demonstrati ¢a |x| + [y| = [x — y|.

18. Demonstrati ¢a pentru orice x € R avem:

a) x+ 4|+ |-2+x 26 b) Bx+ 1|+ 3x—2[>7.

.t [ 21 I o2

20. Demonstrati ca §, = |:%j|+1:%}++|:g:|, unde n € N, n > 2, este patrat perfect

daci si numai daca # este numadr par.

21. Determinati x € R daca:
a)lx— 1]+ 2 - 2x[=6; b) |1 —2x| <3; c)[2x+1]=x-1;
d) {2x} =0; e) {x}=—; Hx+1]=2x-1.

|-

22. Demonstrati ¢d pentru orice a, b € R avem:

a) max(a, b) = E’Lz‘a_ﬂ; b) min(a, b) = L’?;_‘a_—_ﬂ .

23. Demonstrati ¢i dacd x, y € [ =[3, ®), atuncixy - 3x -3y + 12 € L.

24. Demonstrati prin inductic matematicd, pentru orice n € N :

nn+1)(n+2)
-
b)—1—+ 1 + L +...+ : et !
3.7 7-11 11-15 (4n—1)(4n+3) 4n+3
¢)2">2n+1,nz3;
d)n!>2"Vn>4,unden!=1-2-3-...-n

ayl-2+2-3+3-4+ ... +nn+1)=

25, Calculati urmatoarele sume:
1 1 1 1 1 1 1 1
a) —+—+—+..+ E b) —+—+—+...+ ;
1.2 2.3 3.4 99-100 -3 2-4 3.5 98-100

1 1 1

¢) + SR e —
31242 54246 21424110

26. Demonstrati ca 7"+ 17=M,, vV n € N.

27. Determinati numerele intregi x, v, stiind ca X045 ="+ 103.



28. Rezolvati ecuatia [3“\? 1 + [6)6 i 3}

10

29. Determinati m € R dacd ecuatia [2x + 4| — [x — | = m are solutie unica.

|
30. Fie n > 2. Determinati {n +n’ —1}+ {v} .
n+\n' -1

31. Demonstrati ca:

a){ 2}<l; b) [\/n2+n]:3 pentru n € N.

2 2

32. Fie a, b, ¢ trei zecimale consecutive ale lu =k Determinati a” + b” + ¢,

33. Fie a, b, ¢ € R. Demonstrati ¢a (a - by + (b—c)* + (¢ —a)’ =3(a— b)(b - ¢)c - a).

. A R T | L
34.Dacz§a,b,cE]R,cua+b+c;t0,sl—+—+—:¥,determlna‘gl:
a b ¢ a+b+c
(a+b)b+c)cta)

35. Determinati a, b, ¢, d € N, cu a < b < ¢ <d astfel incata! - b! - ¢! - d! = 10!.

36. Fic a € R. Determinati 7 " J, dacid 7= (1, a*], J= (0, 4].

ﬁ’_+lez}_
a +2a+3

37. Determinati multimea {a eR

38.Fiea, b € R, cua+ b=4. Demonstrati ca a* + b* > 32.

N 5 h 7 TN 2n+1
1.2 223 3.4 pi(n+l)

39. Determinati n € N, daca > 0,99,

40. Demonstrati cd existd o infinitate de patrate perfecte (de numere naturale) avand
suma de forma 2" + 2"+ 2% cum, n,p € N

41. Determinati n € N, stiind ¢i A(n) = K, k € N, unde Am=11+31+5!+2n- 1L
42. Determinati (x, v) € Z x Z, daca x” +y* =x + y + xy.

43. Rezolvati ecuatiile:
nx +1

= C){nJrl

a) ¥ — [x] = 12; b) [2”1}

: }:{x},dacﬁneZ{l}.



1.2. Siruri. Progresii

e Sirul (a,) este mirginit daca existd a, b € R, astfel incat a < a, < b pentru oricen e N
e Sirul (a,) este marginit daca existd M > 0, astfel incat |a,| < M pentru orice n € N
o Sirul (a,),cn+ S€ NUMeste:

— strict crescator daci a, < a,., V1 € N

— strict descrescator dacd a, > a,+, V 1 € N*;

—crescatordaci a, < a1, V1 € N*;

- - *
— descrescator dacd a, = dyv1, V1 € N ;
— monoton (strict) daca este crescétor (strict) sau descrescétor (strict).

e Sirul (a,). se numeste progresie aritmeticd dacd a, € R §1 aye1 = a, +r, Vn 2 1,

r € R, unde r se numeste ratia progresiei aritmetice.

Proprietati:
a) Formula termenului general este a, =a; + (n—1)r, Va2 1;
= . . a_, +a
b) (a,).=1 progresie aritmeticd < a, = Zol Tl Y p > 2;
¢) ay, as, ..., a, sunt in progresie aritmeticd <> a; + a, = a t @yl T ... T A T Apgers
Vk=1n;
(a] +a, )n
d S =g +a,+..+a, =——"—,Vn2l
2

e Sirul (b,),1 se numeste progresie geometricd daca by € R’ Si by =b,-q, V=1,
g # 0 se numeste ratia progresiei geometrice.

Proprietiti:

a) Formula termenului general este b, = b - q”*l, Ynun=>l;

b) ()1 € progresie geometrici < b2 =b,_ -b,,,Vn=1;

¢) by, by, ..., b, sunt in progresie geometricad < by - by = by - bpy = oo = by - by,
Vk=1Ln,;

Jbl g1 e
d) S, =b+b+..+b = qg-1 .

‘_nbi, qg=1



PROBLEME PROPUSE

1. Scrieti urmadtorii trei termeni ai sirurilor:

a)llll . b)\/i\/g,\/l_z,\/%,

> 3 b 5 2 7 3 .
2. Scrieti primii patru termeni ai sirurilor definite prin:
a)a,=2n+1; b)a,=n"—n+1;
+ 2n-1
C) a”:(*l)” .2n‘l; d) a,= N .
3n+1

3. Demonstrati cd urmdtoarele siruri sunt mirginite (rz > 1):

2
a)a, = ; b) a”=n+ ; c) a":n+5;
n+1 n+4 n+2
-— & - B i : 2 —
d} g” = ( l) B e) a” :ﬁ(_l), D a” = 41/2 1 .
n+1 n—(-1)" _ n +1
4. Studiati monotonia sirurilor cu termenul general:
1 ;
a)a, = T : b)a, =n"+2n; ¢)a,=n" —5Sn+4;
2n—1
-1 , 1+2+..
d) a, = 3n : e) a, = 2+(_1)H 3 D a, :u .
3n+2 no+n

S. Studiati monotonia sirurilor cu termenul general:

1 1 1 1
va (1)1} (-1 wa- L

2 3 n n+l n+2 n+n
¢)a,=~n +n-n; d)a, =vn' +1-Jn" +n.

6. Fie progresia aritmetica (a,),»1. Determinati a, si r in cazurile:

a +a, =36 a, +a, =-184 [a, +as=0
a ; b : C) 5 . N :
a,+a, =41 a, +a, +a, =—189 1zr;+c1; =16
0 J'c.r: +a, =a,—7 : 0 S, =88 : H Qy, = 39.
l‘?a —ay =2a, S;=-3 ay =719

7. Fie progresia aritmetica (a,),»;. Determinati a; si S, daca r = -2, a, = —4, S, = 50.
8. Determinati suma primilor » termeni ai siruluj —1, 2, -3, 4, -5, 6, ....

9. Intr-o progresie aritmeticd cu numar impar de termeni, suma termenilor de rang par
este 55, suma termenilor de rang impar este 66, iar produsul termenilor extremi este
21. Determinati ultimul termen al progresiei.

10



10. Suma primilor # termeni ai unui $ir (a,).z1 este S,. precizati dacd avem o progresie
aritmetica in cazurile:
2 2
a)a,=5n-1, b) S, =2n" +3n; c)S,=n —-n+T.

11. Demonstrati ca sirul (a,),» este progresie aritmeticd daca si numai daca exista
o, B € R astfel incat a, = on + .

12. Determinati Sy; pentru progresia aritmetica (a,),»1, stiind ¢d a; + ae + ag + a;; = 40.
13. intr-o progresie aritmetica se stie ¢ S0 = 100, S0 = 900. Determinati S’so.

14. Determinati suma tuturor numerelor naturale de trei cifre care impartite la 68 dau
restul 5.

15. Fie progresia geometricd (b,)=1. Determinati by, bas si S, daca:

1
a)b1:3,b4:24; b)b5:5,b():80; C)b5:—,b8:—‘l.
2 2
16. Pentru progresia geometrica (b,,),>1, determinati b, si ¢ daci:
a)b]+b2:5,bg+b4:20; b)bz*b1:6,b4*b3:54;
¢) by by = 8. by + by + by = 26: ) bt b= o byt byt by =

e) by byt by=a,by—bs+by=2a,a € R’;
)by + byt bs=a, by + by +by=4a,ac R

17. Stabiliti daca sirul cu termenul general urmator este progresie geometrica:

a) b, =2"% b) b, =37 ) b,= Gj ;
d)b,=2"-1; e) b,=2"+3" ﬂbn:n2+n,neN*.

18.Fiea, b, c € R Determinati x € R daca avem < a +x,b +x, ¢ +x.

19. Determinati x € R dacd avem = 1, x, ysi = 1,x,p + 9.

20.Fie S, = by + by + ...+ by si 2= (by)ss1. Demonstrati ¢ S, - (S3, — S2) = (S — S’
21. Determinati a, b € R dacd avem + a, b, 9 s1 =+ a, b, 12.

22. Determinati a, b, ¢ € R daca avem abc =512, <+ a, b, csi=a—1, b—1,c—35.

23. Fie progresia geometrica (b,),z1- Determinati Sy, daca S5 =4, S = 6.
24. Fie progresia geometrica (b,),=1 cu P, = bibs...b,. Stiind cd Py = Ps, calculati Po.

25. Fie == a, b, ¢, d. demonstrati ca a+d=b+

N



26. Determinati progresiile geometrice (a,) si (b,) daci a, = b, ax=by + by, ar + a3 =
=by+hya,eN,b,e NVnelN.

27. Calculati numirul ¢ =4 +44 + 444 + ... + 444 .
100

28. Fie sirul (a,),» definit prin g, = 1, a,+1 — 2a, =1, ¥ n > 1. Demonstrati cé sirul
(b)nz1 definit prin b, = 1 + a, este progresie geometrica.

29. Determinati numarul termenilor supraunitari din progresia geometrica (b,), daca

o ]
b, =2026 si ratia este ¢ = R
30. Calculati suma primilor 30 de termeni ai unei progresii aritmetice, daci Sy = Sa.

o] : . . . : .
31. Demonstrati ca daca 6 2 si 16 sunt termeni ai unei progresii geometrice, atunci

s1 8 este termen al progresiei geometrice.

32. Demonstrati ca dacd 43, 31 si 15 sunt termeni ai unei progresii aritmetice, atunci si
3 este termen al progresiei aritmetice.

33. Determinati al cincilea termen al unei progresii geometrice (b,),»1, daca 4b, + by =
=16b;— b =3.

34. Fie sirul (@), definit prina; =1, a,,, = a, +— =
n +n

Determinati a .

35. Fie sirul (a,),-1 < N. Demonstrati ca sirul are termenul general b, = a, este pro-

gresie geometrica.
36. Fie progresia aritmeticd + (a,),»1, cu a; = 1 si ratia r = 17. Determinati cel mai mic
termen a,, n > 2, care este patrat perfect.

) . . . 1 Y "
37. Fie progresia geometricd (b,),» cu by = 2048 si ratia g = E . Determinati termenii
progresiei care sunt patrate perfecte.

38. Determinati termenul general al sirului (a,),»; definit prin:
]

Aa =1,a,1=3a,-2,Vnz1; byar=2,a,.1=a,+ — .
n +n

39. Fie progresia geometrica (b,),>1. Demonstrati ¢ b, - b, - ... - b, = (1/b|b” )” .

40. Demonstrati ca numerele V2,43, Vn nu pot fi termeni ai unei progresii:
a) aritmetice; b) geometrice.
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